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REZIME

Za modeliranje serija mese¢nih suma padavina mogu se
koristiti razni statisti¢ki postupci. U njih spadaju i izbori
raznih modela kori¥¢enjem  statisticke  analize
vremenskih serija. U slu¢aju stacionarnih serija ¢esto se
kao pogodni javljaju modeli pokretnih proseka (MA),
autoregresijski (AR) modeli i kombinovani (ARMA)
modeli. Izbor modela moZe se vr§iti na osnovu raznih
kriterijuma. Jedan od njih je izbor na osnovu ponaSanja
uzorackih serijskih i uzorackih parcijalnih koeficijenata
korelacije.

Postupak izbora i ocene modela primenjen je na seriju
mesednih suma padavina osmotrenih u periodu 1888 -
2000. god. na Meteoroloskoj opservatoriji u Beogradu.

Kljuéne reéi: meteoroloska vremenska serija, ARMA
modeli, modeliranje, serijska korelacija, parcijalna
korelacija

1. UVOD

U dugackim vremenskim serijama &esto se zapaza
postojanje  jedne  deterministicke  sistematske
komponente, kojom se izraZava dugoro¢na tendencija
razvoja serije. Ta komponenta je trend. U praksi, ona je
esto manje ili viSe zamaskirana postojanjem izvesnih
slu¢ajnih fluktuacija. Pored trenda, u vremenskim
serijama ponekad se zapaZa jo§ jedna deterministitka
komponenta - sezonska komponenta. Ona je rezultat
dejstva faktora koji se periodi¢no, u ciklusima, po
sezonama javljaju. Mnoge vremenske serije imaju jo§
jednu periodiénu komponentu, ciklicnu komponentu.
Postoji jo§ i &etvrta komponenta, koja je slu€ajna
komponenta. Sve nabrojane komponente su teorijskog
karaktera. Prirodno je smatrati da se u ve€ini slu€ajeva
elementi u seriji dobijaju sumiranjem vrednosti trenda,
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sezonske, cikliéne i slu¢ajne komponente. Svaki ¢lan
vremenske serije

X1, X9,X3,...X,
mozZe se prikazati u obliku
X,=fi+s,+c, +g, t=12,..n,

gde je f,- trend, s,- sezonska, c,- cikli¢na, a €, -

slu¢ajna komponenta. U daljem radu ée postupak
izbora i provere modela (kao i oznake) biti dat prema
Malisié (8].

2. SEZONSKA KOMPONENTA

Sezonski efekti u meteorologkim serijama su skoro uvek
prisutni. Zato te efekte treba oceniti i eliminisati iz
serije pre same obrade podataka iz te serije. Za
sezonsku komponentu s, ¢emo pretpostaviti da je to
nesluéajna funkcija vremena sa poznatom periodom d .
U sludaju serija mesednih vrednosti je d=12.
Smatraée se da je T={1,2,...,n}, gde je n=kd i
t=12,...,n—d kao i
5| +S5y +...4+54 =0. Ukoliko se u seriji ocekuje
postojanje  sezonske komponente to se moZe

preliminarno ispitati tako 3to se nalaze prosecne
vrednosti po pojedinim sezonama:

Sprd =5, za  sve

k —_
> X(otyasj» J=bd (1)

i=l

= 1
X j =‘E
i ispituje se da li medu njima postoje znacajne razlike.
U sludaju postojanja takvih razlika moZe se pristupiti
otkrivanju i eliminaciji sezonske komponente.

U praksi postoji viSe nafina za eliminaciju sezonske
komponente. Ovde ¢e se koristiti jedna takva metoda.
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2.1 Metoda konstantnih trendova

U sluéaju malih promena trendova u okviru jedne
periode, aproksimativno se uzima da je u okviru jedne
periode trend konstantan. Dakle,
m; = fli-Dd +1]= fli-Dd +2]=... f(id) za

i=1,k. Zato ée se trend m; (nepristrasno) ocenjivati
1 d

statistikom rh,» = -‘-i‘ Z X(i-—l)d+j , i=12,...k, a
]

sezonski efekat po pojedinim delovima (sezonama)
periode sa

L 1 <1
S =;Z[X(,-_1)d+j -y, j=1d, @
j=1

pri  &mu ée biti  E(§ +5, +...+5,)=0.
Desezonizovani podaci ée tada biti

Ei-lyd+j = X(i—l)d+j - ﬁ'li - §] ,zasve i=1k isve

j=1d. 3)

3. ARMA MODELI VREMENSKIH SERIJA

Autoregresijski (AR), modeli pokretnih proseka (MA) i
kombinovani (ARMA) modeli se koriste u
meteorologiji/hidrologiji i postali su veoma popularni.
Jednostavni su za kori§¢enje i obuhvataju §irok opseg
stohasti¢kih procesa koji su korisni u prognozi;
obezbeduju statistitko predstavljanje podataka u
zavisnosti od malog broja parametara. Primeri
obuhvataju meseéne padavine [3], [10], mesecne
indekse suse [2], [4], meseéne proticaje [5], [12], [9], [7],
itd.

U statisti¢koj analizi konkretnih vremenskih serija Cest
zadatak je formiranje stohasti¢kog modela koji moZe da
dobro opisuje dati proces. Najée$¢e mora da se model
formira na osnovu diskretnog skupa posmatranja. Tako
u meteorologiji se radi sa modelima za dnevne,
desetodnevne, meseéne ili godi$nje padavine. Mi ¢emo
se ovde opredeliti za analizu i modeliranje mese¢nih
suma padavina. Razlozi za to su viSestruki. Prvo,
meseténe vrednosti padavina svakako dobro odraZavaju
strukturu procesa padavina, jer sadrZe u sebi i sezonsku
i sluéajnu komponentu (kao i trend - ukoliko on
postoji), dok toga nema u serijama godi¥njih padavina
(u kojima su osnovna svojstva procesa padavina jako
zamaskirana). Sem toga, meseénih podataka ima 12

puta vife nego godi¥njih, $to je mnogo povoljnije za
statistiCku analizu.

Postupak izbora modela prikazaéemo na primerima
modela MA, AR i ARMA tipova, primenjenih na
desezonizovane serije podataka (koje éemo ovde
oznadavatisa X,, te T, anesa €, iz (3)), kod kojih je

odstranjen trend.

3.1 MA(gq ) model
U opstem MA( g ) modelu
X!=§l+al§t—l+“'+aqét—q, teT 4

prvih ¢ koefiicijenata korelacije su razli¢iti od nule, a
svi ostali su jednaki nuli. Dakle,

P20, P #0,.,p,#0, p=0zal>q. (5)

Koeficijenti ~ korelacije  py,p,,....p, Ss€ ocenjuju
njihovim uzoralkim vrednostima r,r,,...,r,. Serija
{€,.te T} predstavlja beli $um - niz slu¢ajnih
promenljivih sa  nuitim
(EE, =0), konstantnom disperzijom (DF,, = 62),
medusobno nekorelisanih (cov(E,,E,)=EE,E, =0 za
g, L(0,6%).
Koeficijenti parcijalne korelacije ®,; su svi razli¢ite od

srednjim  vrednostima

t#s5). To <{emo oznaCavati sa:

nule, ali pokazuju tendenciju eksponencijalnog
opadanja (po apsolutnoj vrednosti). Za MA(q ) seriju

nalazimo

1N 2
EX, =0, DX, =06") aj (6)

j=0

4

a. <K<
Kx(ts)=K((T)= 6 j=001a1+|1}’ O—ITI—.‘I. 7
0, |T|>q

Iz relacija (6)-(7) se vidi da je MA(q) jedna

stacionarna serija i da koeficijent korelacije sa korakom
T ima vrednost

_agag +aydgy ...+ 8514,

Pr= , T=14. ®)
T Btalodl
Kada je u pitanju MA(1) model
X, =g +a§t—1: & L (0;52) > )]
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ocenjuju se dva parametra: a i o2 . Parametar a se
obiéno ocenjuje iz njegove veze sa koeficijentom
korelacije sa korakom 1:

a

1+a
Zato imamo ocenu:
a
rl = "2 . (1 1)
1+a

Vrednost @ se dobija refavanjem jednaline po a, pri
¢emu od dva korena jednacine

nat-a+n =0 (12)
se bira onaj iz intervala (-1,1) (da bi proces bio obratni).

Ocena parametra 62 mote se dobiti iz veze
Kx (0)=(+a”)of (13)
u kojoj treba a zameniti prethodno dobijenom

ocenom, a K y (0) nekom od ocena disperzije.

MA(2) serije su serije definisane sa

2

X, =§t +a1§t-—l +02§t—2’ &t 1 (0;6 )’ (14)
gde su a; i a, realni koeficijenti, Cije su vrednosti
odredene uslovom:

- alta) . (15)
1+a1 +aj) l+a| +aj

To znali da se ocene koefecijenata a; i a, dobijaju
refavanjem jedne jednacine Cetvrtog stepena. Ocena
parametra o2 moze se dobiti iz veze

Kx (0)=(+af +a} )ot, (16)
ako su koeficijenti a; i a,, kao i disperzija Ky (0)

prethodno ocenjeni.

3.2 AR( p) model

Neka je X, jedna stacionarna AR(p), p =1 serija
odredena sa

X, +by Xy +..4b,X,, =E,, & L (0;02). a7n

Niz koeficijenata korelacije ove serije se ponasa kao niz
parcijalnih korelacionih funkcija MA( p) serija. Dakle,

u tom nizu preovladava tendencija opadanja (po

modulu) eksponencijalnom brzinom. S druge strane, niz
parcijalnih korelacionih funkcija AR( p) serija ponasa

se kao niz koeficijenata korelacija MA( p) serija. To
znadi da u AR( p) seriji je

q)ll¢0’¢22¢0""’¢[)p¢0’¢kk =0 za k>p (18)

Kao pocetne vrednosti koeficijenata by,b,,...,b,
uzimaju se one vrednosti koje slede iz DZul-Vokerovih
jednacina u kojima umesto koeficijenata korelacije

PisP2,----p, se uzimaju njihove uzoratke ocene

rl,rz,...,rp.

Poznato je da u stacionarnoj AR( p) seriji vaZe DZul-
Vokerove jednacine:

C-®=R 19)
gde je
1 P P2 Pz e Pp]
P 1 PL P2 . Pp2
C= ) Pi 1 Pr o Pp3
P P2 Py 1 oppa
_pp—l pp—~2 pp-3 pp-—4 1 J
(@) ] [Py ]
@, P2
@3 P3
d= , R= 20
@, P4 20
[®r] 1Pl

Dakle, C je matrica koeficijenata korelacije
Pr=p(X;,X;4x), P je matrica-kolona AR

koeficijenata, a R je matrica-kolona koeficijenata
korelacije.

Pretpostavimo da je predloZen stacionaran model
AR(1). To je model odreden sa

X, =bX, +&, |p|<1, & L(0;6%),1eT.  (21)

Za odredivanje dva parametra: b i ol= c% mogu se

Kkoristiti rezultati:

b=p,, 6% =(1-b>)K (0). (22)
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Zato Ce biti:
b=n, 8% =(1-b1)Kx 0)=(1-b")5%, (23)
gde je 6§( jedna od uzoralkih ocena disperzije serije

X,.

Neka se pretpostavi da je kao model prepoznat AR(2)
model, tj. model odreden sa:

X, =hX,_+hX, ,+§,,teT. (24)
Resavanjem Dzul-Vokerovih jednacina se dobija:
2
(1-p2) -
h1=pl 22,h=p2 pzl’ (25)
1-pj 1-pj

0% = K(0)— K1)~ K(2) =

(1-pD) =201 1=P2) g 0 (26)
1-pf

Vrednosti parametara by, hy i o2 se dobijaju kada se
u gornjim relacijama umesto p;, p; i K(0) uzmu
njihove uzoratke ocene. Seriji X, definisanoj u (24)
odgovara karakteristi¢na jednalina

m2+blm+b2 =0. (27)

Da bi serija X, bila stacionarna, potrebno je da reSenja
(27) B, i B, budu po modulu manja od 1, tj. da su oba

korena karakteristiéne jednaline u jediniénom krugu.
Ako se smatra jo3 da je B; # B, , tada moZe da se pife

X, (B +B2)X g +B1B2 X2 =&, (28)
odnosno
Xy = Zcr&n-—r ’ (29)
r=0
gde je

r+l r+l
¢, =B +BB, +...+ B =_B_1_‘_[[:2__,r =0,,2,...(30)
—P2

By
U sludaju B; =P, biée ¢, = (r+DPy.

33ARMA(p,q)

Medu modelima koji se mogu koristiti vrlo su popularni
ARMA modeli: mesavine autoregresijskih modela i

modela pokretnih proseka. Njihova Siroka primena u
analizi meteoroloskih/hidrolo$kih pojava zasniva se na
&injenici da oni u dosta slu€ajeva dobro opisuju realni
proces, a da su, po svojoj strukturi, relativno prosti u
odnosu na druge modele.

ARMA( p,q) model za seriju {X L€ T} definisan je
relacijom

P(B)X, = O(B)E, G
gde je
®(B)=1+bB+...+b,B”, b,b,,....b,e R, (32)

®B)=1+aB+...+a,B?, ay,a,,...,a,e R, (33
1 q 1,42 q

a B je operator translacije unazad odreden sa
BX,=X,,, B°X,=X,, B*X, =X,_;.

Kod ovih vrsta modela uobi¢ajena je pretpostavka da se
radi o modelima stacionarnih serija & serija koje imaju
konstantne srednje vrednosti, konalne momente
drugog reda i gde je korelaciona struktura homogena
tokom vremena. Pokazuje se da je model stacionaran
ako i samo ako svi koreni karakteristicne jednaline

®(z) = 0 leze van jedini¢nog kruga |z|=1.

Pored stacionarnosti, bitna pretpostavka je i obratnost
(inverzibilnost). Naime, serija je obratna ukoliko moze

biti predstavljena u vidu &, = Zc jX—j. Uslovi za
j=0

obratnost izraZavaju se samo u terminima MA
koeficijenata. Odnosno, serija je obratna ako i samo
ako svi koreni karakterisiténe jednaéine ©(z) =0 leZe
van jedini¢nog kruga |z|=1. Restrikcija po kojoj se
posmatraju samo obratne ARMA serije obezbeduje da
se u izra%avanju tekuée vrednosti serije ili njene
prognoze javljaju samo prosle vrednosti serije, ali ne i
buduée vrednosti (§to bi bilo i fizicki neopravdano i
raéunski komplikovano).

ARMA procesi ne moraju se obavezno smatrati
gausovskim. Ipak, mnogo povoljnije je koristiti takve
procese zato 3to linearne transformacije nad takvim
procesima Cuvaju gausovsko svojstvo. Zato su takvi
procesi i dobro izuéeni i Cesto primenjivani. Sem toga,
neki kriterijumi za izbor modela vezani su za gausovske
procese, a za druge vrste mogu se samo izuzetno
koristiti.
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Neka je kao model predloZen ARMA(1,1) model
odreden sa:

X, +b X, =8 +aq18,, & _L(O;Gz). (34)
Za ovaj model vaZe relacije:

1—ayby)(a, —b
=( ay l)( 1 21)’ pk=(—b1»k_]- (35)
1—2a1b1+al

Zamena koeficijenata korelacije p; i p, njihovim
uzoratkim ocenama r; i r, daje moguénost dobijanja
koeficijenata a, i b, iz predloZenog modela. U modelu
ARMA( p,q) ima p+q+1 nepoznatih parametara i

to:
- p koeficijenata u AR delu serije,

- g koeficijenata u MA delu serije i
- disperzija o= 6% belog $uma.
Zbog tako velikog broja nepoznatih parametara, veliki

interes predstavija izbor adekvatnog modela sa $to
manjim brojem nepoznatih parametara.

4.1ZBOR MODELA ARMA TIPA

Postoji viSe na¢ina za odredivanje reda ARMA modela.
Medu njima su najpoznatiji Akaikeov informacioni
kriterijum (AIC) i Bajesov informacioni kriterijum
(BIC). U odredivanju reda (preciznije re€eno - u izboru
modela) mogu se koristiti vrednosti koeficijenata
obi¢ne korelacije i koeficijenata parcijaine korelacije i
taj postupak Ce i ovde biti primenjen.

Kod megovitih procesa ARMA( p, q ) pokazuje se:

- da je niz koeficijenata korelacije beskonacan i posle
prvih (¢ - p) koraka ima priguSene eksponencijalne
i/ili priguSene sinusne komponente;

- da je mniz parcijalnih korelacionih funkcija
beskonadan i posle prvih (p-g) koraka u njemu
preovladavaju prigufene eksponencijalne i/ili
sinusne komponente.

Sve ove ¢injenice treba imati u vidu pri izboru modela
za konkretne serije.

Pri identifikaciji modela neophodno je, makar i grubo,
proveriti da li je opravdano smatrati da je p; prakti¢no

jednako nuli za korake vece od date veli¢ine. Zato se
moZe koristiti kriterijum Bartleta koji za disperziju
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uzoraCkih koeficijenata korelacije iz stacionarne
gausovske serije daje ocenu:

g 1
D(rk)z%[HzZp%

v=1

, k>q, (36)

koja se prakti¢no koristi tako $to se u njoj nepoznate
veliCine p; zamenjuju uzoratkim koeficijentima

korelacije r;, i onda se ocenjuje standardna gre¥ka sa

s(re) = 1[D(rk) .

U slu¢aju rada sa konkretnim vremenskim serijama
postavlja se zadatak ocenjivanja koeficijenata korelacije
py ikoeficijenata parcijalne korelacije P .

Koeficijenti p; se obi¢no ocenjuju njihovim uzorackim
vrednostima:

] n—k

P D (X = AKX i1k = By)
i=1
= ,(37
Ti 1 "z—f — nz_k : (37
(Xi—Ap) (X vk —Byi)
n—kiq n-kig
u kojima je
1 "Z"‘ 1 ’i"
Ap = Xi, By = Xitk s (38)
= n—kig

a onda se koeficijenti parcijalne korelacije odreduju iz
relacije (20) u kojoj se umesto p; i Py uzimaju
njihove uzoracke ocene. U praksi se obiéno umesto A,
i B, koriste uzoracke sredine

n

X=13X,. (39)
M k=1

Ako je red procesa autokorelacije jednak p, tada su
uzoratke parcijalne korelacione funkcije @ kk Za
k2 p+1 pribliZzno nezavisne medusobno i imaju
disperziju

D((i)kk)”%:kZP"‘L (40)

To daje njihovu standardnu gre¥ku s(cf> kk)'""l/ Jn,
k> p+1, na osnovu koje se i odlucuje da li je

opravdano smatrati da je & kk Jjednako nuli za
kz2p+1.
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Opisani kriterijum izbora modela se moZe iskoristiti na
sledeci nacin:

e Na osnovu vrednosti koeficijenata r,ry,... i
zakljufivanja da su 7, =0 za sve i2g+1
odlu¢ujemo se zared g u MA delu modela;

i zakljucka da se

za j2 p+1svi <i>jj =0, odludujemosezared p u

AR delu modela.

¢ Na osnovu vrednosti <i>“,<i>22,...

Time smo izabrali model ARMA( p, g ). (Primetimo da
mozZe biti kako p =0 takoi ¢g=0).

5. PROVERA POGODNOSTI 1IZABRANOG MODELA

Za seriju ostataka é, =g, se nalaze uzoracki
koeficijenti korelacije

r(€),ry(€),...,75(€).

Pri datom n se nalaze trake T 1/ Vi i2/ Jni gleda

se da li svi r,(€) upadaju u te trake ili ne. Na osnovu

tog rezultata se i donosi odluka da prihvatimo ili da
odbacimo predloZeni model.

Drugadiji natin je da na  koeficijente
r(€),rp(€),...,7s(€) gledamo kao na jednu celinu i
formiramo sumu

5
0=n) 1k (). (41)
k=1
MozZe se pokazati [1] da ako se radi o Gausovim
serijama, onda pri velikim vrednostima s i tatnoj nultoj
hipotezi H: da ostaci obrazuju Gausov beli Sum, vaZi
sledeéa asimptotika

Q = xg—p—q 4 (42)

gde su p i g parametri u izabranom ARMA(p,q)

modelu. Na osnovu izabranog praga znadajnosti o i
toga da li uzoratka vrednost veliCine Q upada u

kriti¢nu oblast za xf_ p—q ili ne, mi i donosimo odluku

da li je izabran odgovaraju¢i model. Ovim je opisan
Boks-Pirsov test, koji se esto zove i portmanteau test
(portmanto test).

Pitanje koje se nameée je izbor veliCéine s - broja
koeficijenata korelacije ostataka koji uCestvuju u

portmanteau statistici. Za male vrednosti s moZe
aproksimacija raspodele Q - statistike x? - raspodelom
biti lo¥a. Pri velikim vrednostima s se radi i sa
koeficijentima korelacije izraCunatim pri dosta
smanjenom broju sabiraka u brojiocu u odnosu na
imenilac, $to moZe da dovede do suviSe malih
signifikantnih vrednosti statistike Q. Kompromis se
nalazi u izboru s reda n (ali ne veée od 2n ).
Opisan test je zasnovan na Cinjenici da je E(r;)=0,
D(ry) = 1/n , (za velike vrednosti n ), te je statisitika O
upravo dobijena onako kako se formiraju x 2 - statistike.

Prednost ovog testa je da se ne zahteva specifikacija
alternativne hipoteze. Pokazalo se da je test dobar za

velike uzorke. Medutim, ¢ak i pri uzorcima obima
n=100 aproksimacija x2- raspodelom nije

zadovoljavajuca.

Zato su Ljung i Box [6] predloZili da se uzme preciznija
aproksimacija za D(ry), tj., da se umesto statistike Q
posmatra statistika

5

(43)

koja, takode, ima priblizno X?— p—g Taspodelu.

6. ANALIZA REZULTATA

6.1 Karakteristike kori§¢ene serije

U radu se analizira serija mese¢nih suma padavina
osmotrenih u periodu od 1888-2000. god. na
Meteoroloskoj opservatoriji u Beogradu [11]. Za
posmatranu vremensku seriju mese¢nih suma padavina
{P,, t= 11_35—6-} dobijene su sledece karakteristike:

e Srednja vrednost P =55.66,

¢ Standardna devijacija §=37.02,
e Koeficijent asimetrije C; =1.22,
e min P = 0, max P = 262.5.

Izviseno je testiranje empirijske raspodele . sa
teorijskom normalnom raspodelom (H: Serija sledi

normalnu raspodelu, H,
raspodelu).

: Serija ne sledi normalnu

Na osnovu originalne serije mese¢nih suma padavina i
podele na 30 klasa, dobijena je statistika hi-kvadrat
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testa xzxp =58.512. Za prag znadajnosti oo = 0.05 i
v =30-2-1 = 27, kriti¢na vrednost hi-kvadrat testa je
X37095 =40.113. Kako je ngp >%37.095 zakljutuje
se da se hipoteza H( odbacuje, tj. ne moZe se smatrati

da serija mesecnih suma padavina potie iz normalne
raspodele.

Koeficijenti serijske i parcijalne korelacije za seriju
P,, t =1,1356] prikazani su na slikama 1i 2.
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Serijski koeficijenti korelacije

0.75

0.7

[} 5 10 15 20 25 30 35
korak

Slika 1: Serijski koeficijenti korelacije za originalnu
seriju meseénih suma padavina {P,}

Parcijalni koeficijenti koretacije

" " " . L
0 5 10 15 20 25 30 35
korak

Slika 2: Parcijalni koeficijenti korelacije za originalnu
seriju mese¢nih suma padavina {P,}

6.2 Izbor transformacije ¥ = X ¢

Kako se originalni podaci ne pokoravaju normalnoj
raspodeli, pristupilo se traZenju transformacije oblika

VODOPRIVREDA 0350-0519, 35 (2003) 205-206 p.313-324

Y =X*“ zakoju ée serija {Y,, t= 1,1356} imati normalnu
raspodelu. Proverom po x2 - testu, za razne vrednosti

a , pokazalo se da je moguce uzeti ¥ = X 03, Za seriju
{r,.r=11356}, I, = P03 ¢ =11356)
sledece karakteristike:

dobijaju  se

¢ Srednja vrednost Y = 3.172,
* Standardna devijacija S(y) =0.704,

* Koeficijent asimetrije C;yy =-0.312,

e mnY =0, maxY = 5.318.

Na osnovu transformisane serije i podele na 31 klasu
dobijena je statistika xg'xp =38.432. Kako je za prag

znacajnosti oo = 0.05 iv = 28, X%8;0.95 =41.337, nulta
hipoteza se prihvata. Dakle, serija {Y,, t= 1,1356},

Y, =X ,0 3 poti¢e iz normalne raspodele.

Empirijske i teorijske frekvencije su prikazane na slici 3.

80

g
|

Frekvencije
i

I

2 3 4
Klase

Slika 3: Grafici em?irijskih i teorijskih frekvencija za
seriju Y, = P23, 1 =1,1356

Koeficijenti serijske i parcijalne korelacije za seriju

P, 1=11356) prikazani su na slikama 4 5.
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Slika 4: Serijski koeficijenti korelacije za seriju
transformisanih mese&nih suma padavina {P, }
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Slika 5: Parcijalni koeficijenti korelacije za seriju
transformisanih mese¢nih suma padavina {r}

6.3 Desezonizovana serija

Desezonizacija serije {Y, = P,°'3, t= ],1356} je izvriena
odstranjivanjem sezonske komponente po metodi

konstantnih  trendova. Numeri¢ke karakteristike
desezonizovane serije {Z,, t=11 356} po metodi

konstantnih trendova su:
¢ Srednja vrednost Z =-1.0152¢-017 =0,
e Standardna devijacija S(z) =0.633,

* Koeficijent asimetrije Cyz) =-0.333,

e min Z =-2.9668, max Z = 2.0557,

¢ Koeficijenti serijske korelacije: r; =0.0053, r, =0.0371,
ry =0.0035, ry =-0.0003, rs =-0.0278, rg =-0.0047,
r; =0.0282, rg =-0.0014, ry =0.0162, ;o =-0.0287,

® Koeficijenti parcijalne korelacije: oy =0.0053,
o, =00371, az =00031, oy =-0.0018, a5 =-0.0281,
o =-0.0044, a7 =0.0305, ag =-0.0011, og =0.0141,
oo =-0.0300.

Na osnovu desezonizovane serije {Z,, L= 1,1356}
transformisanih mese&nih suma padavina i podele na 31
klasu dobijena je %2 statistika 3y, =30.377. Kako je

kritiéna vrednost za @ =005 j V=28 gedi da je

xgxp <x%8:0.95 pa se hipoteza H{ prihvata. Dakle,

serija {Z,, t=11 356} je jedna Gausovska serija.

Empirijske i teorijske frekvencije su prikazane na sl. 6.

T~
]

Frekvencije
T
— =

-1 0 1
Klase

Slika 6: Grafici empirijskih i teorijskih frekvencija za
seriju {Z,}

Koeficijenti serijske i parcijalne korelacije za seriju
{z,.1 = 11356} prikazani su na slikama 7 8.
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Slika 7: Serijski koeficijenti korelacije za
desezonizovanu seriju {Z, }
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Slika 8: Parcijalni koeficijenti korelacije za
desezonizovanu seriju {Z, }

6.4 Slu¢aj izbora MA(1) modela

Za desezonizovanu seriju {Z,, t =1,1356} i uzoralki
koeficijent korelacije r; biramo vrednost parametra a

iz intervala (-1,1) da bi proces bio obratni. Na osnovu
relacije (12) dobijamo a =0.0053. Za seriju ostataka

k,.1=11356]
karakteristike:

o Srednja vrednost & =1.3602¢-006=0,

dobijene su sledeée numericke

* Standardna devijacija S, = 0.6326,
* Koeficijent asimetrije C ) =-0.333,
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o min&=-2.9698, max & =2.0586,

e Koeficijenti  serijske  korelacije:  r; =-0.0002,
r, =0.0371, r; =0.0033, r4 =-0.0002, r5 =-0.0278,
rg =-0.0047, r; =0.0283, ry =-0.0016, ry =0.0163,
no =-0.0287,

® Koeficijenti parcijalne korelacije: o =-0.0002,
o, =0.0371, a; =00033, oy =-0.0016, o5 =-0.0281,
o =-0.0047, o7 =0.0305 og =-0.0010, og =0.0142,
oo =-0.0298.

Kako se po kriterijumu Bartleta svi koeficijenti serijske
i parcijalne korelacije mogu smatrati zanemarljivo

malim, zakljutuje se da dobijena serija ,, 7 =1,1356]

predstavlja beli Sum i da se serija {Z,,t = 1,1356} moze
predstaviti MA(1) modelom:

Z, =&, +0.0053,_,.

Takode, na osnovu Ljung i Boksovog testa za
s=+n=36 , dobija se vrednost statistike Q* =294.
Za prag znacajnosti o = 0.05, sledi da je Q* < X%s > e,
izabran je odgovarajuéi model.

Koeficijenti serijske i parcijalne korelacije za seriju
+» 1 =11356] prikazani su na slikama 9 i 10.

0 5 10 15 20 25 30 35

Slika 9: Serijski koeficijenti korelacije za seriju ostataka
{€,} dobijenu modelom MA(1)

321



Modeliranje nizova mese&nih suma padavina metodom vremenskih serija

Ivana Togié i saradnici

L . L . ) .
0 5 10 15 20 25 30 35
korak

Slika 10: Parcijalni koeficijenti korelacije za seriju
ostataka {&,} dobijenu modelom MA(1)

6.5 Sludaj izbora MA(2) modela

Pretpostavimo da biramo model MA(2) oblika.
Zamenom podataka iz {Z,} serije  dobijamo

kompleksne vrednosti koeficijenata a; i ap, §to
pokazuje da je model neodgovarajuci.

6.6 Slu¢aj izbora AR(1) modela

Parametar b ocenjujemo iz relacije (23), $to daje
vrednost b = 0.0053. Za seriju ostataka ,,r= 1,1356}
dobijene su sledeée numeri¢ke karakteristike:

¢ Srednja vrednost € =-1.3868¢-006=0,
Standardna devijacija S() =0.6326,

* Koeficijent asimetrije Cg) =-0.3335,
e min& =-2.9638, max§ =2.0528,

® Koeficijenti serijske korelacije: r, =0.0108, r, =0.0371,
ry =0.0037, ry =-00005 rs5=-0.0278, rg =-0.0047,
r ‘—'00282, g =-00012, Iy =0.0160, no =-0.(D87,

® Koeficijenti parcijalne korelacije: o =0.0108,
o, =00371, ay =0.0029, o4 =-0.0019, o5 =-0.0281,
0 =-00041, a7 =0.0305, org =-0.0012, 0ig =0.0139,
oy =-0.0302.

Prema kriterijumu Bartleta svi koeficijenti serijske i
parcijalne korelacije mogu se smatrati (po modulu)
zanemarljivo malim, zakljutuje se da dobijena serija

{&,,t=1,1356} predstavlja beli $um i da se serija

! =l,1356} moZe predstaviti modelom AR(1)
oblika:

Z, =0.0053Z,_; +&,.

Na osnovu Ljung i Boksovog testa za s =36, dobija se
vrednost statistike Q* =29.8. Kako je za prag
znalajnosti 0.=0.05, Q" <x3s, sledi da je izabran

odgovaraju¢i model.

Koeficijenti serijske i parcijalne korelacije za seriju

{,.1=11356) prikazani su na slikama 11 12.
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Slika 11: Serijski koeficijenti korelacije za seriju
ostataka {€, } dobijenu modelom AR(1)
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Slika 12: Parcijalni koeficijenti korelacije za seriju

ostataka {&,} dobijenu modelom AR(1)
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6.7 Slu¢aj izbora AR(2) modela

Pretpostavimo da je kao model prepoznat AR(2)
model.

Na osnovu relacije (25) dobijamo vrednosti parametara
by =-0.00512 i b, =-0.03715.

Za seriju {‘; =11 356} dobijene su slede¢e numericke
karakteristike:

e Srednja vrednost & = 3.6750e-005=0,

Standardna devijacija S, =0.6322,
¢ Koeficijent asimetrije Cs(;’) =-0.3294,
e min§ =-2.9289, max & = 2.0760,

® Koeficijenti serijske korelacije: r; =-0.0001, r, =0.0001,
r3 =0.(X)41, g =-00014, rs = -002%, e =-0.(X)46,
r, =00288, rg =-0.0003, ry =0.0162, rjy =-0.0290,

® Koeficijenti parcijalne korelacije: o =-0.0001,
o, = 00001, o3 =0.0041, o4 =-0.0014, o5 =-0.0290,
o =-0.0047, o =0.0289, ag =-0.0001, ag =0.0163,
0o =-0.0303.

Svi koeficijenti serijske i parcijalne korelacije mogu se
prema kriterijumu Bartleta smatrati zanemarljivo
malim, pa zakljufujemo da dobijena serija

t,t=1,1356} predstavlja beli Sum i da se serija
0! =ﬁ§§6} moZe predstaviti modelom AR(2)
oblika:
X, =0.00512X,_; +0.03715X,_, +§,.

Na osnovu Ljung i Boksovog testa za s =36, dobija se
vrednost statistike Q" =28.2. Kako je za prag

znatajnosti =005, Q <¥x3s
odgovarajuéi model.

izabran  je

Koeficijenti serijske i parcijalne korelacije za seriju
;»t =1,1356( prikazani su na slikama 13 i 14.

6.8 Slu¢aj izbora ARMA(1,1) modela

Neka je kao model predloZzen ARMA(L,1).
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Za poznatu seriju {Z = T356} i uzoralke koeficijente
korelacije r; i r, dobijamo vrednosti koeficijenata
ARMA(1,1) koji ne zadovoljavaju uslov za
stacionarnost nizova da je |b|| < 1. Dakle, ARMA(1,1)

model ne moZemo smatrati adekvatnim modelom za
mesedne sume padavina osmotrene u Beogradu.
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Slika 13: Serijski koeficijenti korelacije za seriju
ostataka {€,} dobijenu modelom AR(2)
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Slika 14: Parcijalni koeficijenti korelacije za seriju
ostataka {€,} dobijenu modelom AR(2)

ZAKLJUCAK

Predstavljene su tehnike koriS¢enja ARMA procesa za
modeliranje meteorolofkih vremenskih serija. Ove
tehnike dovode do izbora ARMA procesa koji najviSe
odgovaraju podacima. Detaljno je razmatrana
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meteorolo$ka primena ARMA procesa za modeliranje
meseénih suma padavina u Beogradu. Prezentovana je
implementacija postupka koja identifikuje odgovarajuci
izbor ARMA procesa. Pokazano je da AR procesi niZeg
reda adekvatno fituju takve vremenske serije i da se
opétiji ARMA procesi ne moraju razmatrati.
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MODELING OF MONTHLY PRECIPITATION SUMS BY THE TIME SERIES METHOD

MSc Ivana TOSICY, Prof. Jovan MALISIC?, Prof. Miroslava UNKASEVIC'
nstitute of Meteorology, School of Physics, Belgrade
*Faculty of Mathematics, Belgrade

Summary

The paper presents the use of ARMA processes to
model meteorological time series. The technique used
increases the likelihood of choosing the most
appropriate ARMA process to model such data. The
implementation of a procedure that identifies the
choice of the appropriate  ARMA process was
demonstrated for monthly precipitation sums observed

at the Observatory-Belgrade during the period 1888-
2000. It was shown that low-order AR processes
adequately fit such time series and that more general
ARMA processes need not be considered.

Key words: meteorological time series, ARMA models,
modeling, serial correlation, partial correlation
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